Modelli matematici per le applicazioni del GPS nel campo della Climatologia by Vespe, Francesco & Zammillo, Gabriella
Convegno Nazionale
Matematica senza Frontiere
Lecce, 5-8 marzo 2003
Modelli matematici per le applicazioni del GPS nel
campo della climatologia
Francesco Vespe " Gabriella Zammillo 2
l Agenzia Spaziale ltaliana - Centro di Geodesia Spaziale "G.Colombo"- Matera
2 Dipartimento di Matematica "E. De Giorgi"- Univesità di Lecce
vespe@asi.it, gabriel1a.zammillo@unile.it
Sommario
Il sistema GPS è stato realizzato dal Dipartimento della Difesa
Americano per applicazioni nel campo della navigazione satellitare.
Tuttavia, in questi ultimi anni, gli sviluppi tecnologici e soprattutto
la messa a punto di modelli matematici sempre più raffinati han-
no permesso di estendere Jllltilizzo della tecnologia GPS nelle Osser-
vazioni della Terra. Di particolare importan;,-;a, dal punto di vista
della modellizzazione matematica, è la sua applicazione nel campo
della climatologia e meteorologia. Infatti l'uso della tecnica della ra-
clio oc.c.nlta7.ionp., applic.at.o al sist.p.ma r;ps, ha fornito nno st.rnmp.nt.o
aggiuutivo ùa dedicaJ."e all'indagine :;ulle variazioni climatiche. Il pre-
sente lavoro pertanto sani, nella prima parte, dedicato ad illustrare
i principi ed i modelli matematici sul quale si fonda il sistema GPS.
Nella seconda parte invece verranno descritti i modelli matematici
che servono per estrarre informazioni di tipo climatologico con l'uso
della tecnica di radio occultazione.
1 Introduzione
Il sistema GPS (Global Positioning System), sistema di posizionamento
globale, conosciuto anche come NAVSTAR (Navigation System with Time
and Ranging) messo a punto dal Dipartimento della Difesa degli USA nel
1973 per scopi militari, ma progettato in maniera tale che potesse essere usa-
to dai civili anche se con precisione minore, è un sistema satellitare basato
su una costellazione di 24 satelliti (21 attivi e 3 di riserva) che orbitano
attorno alla terra ad una quota di circa 20.200 Km, capace di fornire 24 ore
su 24 la posizione planimetrica ed altimetrica di un qualunque punto della
superficie del pianeta, sia immobile che mobile.
I 24 satelliti, distribuiti su 6 diversi piani orbitali, sono inclinati di 55°
rispetto all'equatore. I 4 satelliti di ciascun gruppo sono posizionati in
maniera uniforme sul piano orbitale, ma tale posizione varia a seconda delle
esigenze del centro di controllo terrestre.
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Figura 1: Costellazione di 24 satelliti.
Il grande interesse scientifico suscitato dal sistema di navigazione satel-
litare e l'intenso sviluppo algoritmico conseguente, hanno reso possibile dif-
fondere le applicazioni pratiche anche nel settore non militare: dal controllo
della navigazione aerea e marittima nelle aree trafficate alla determinazione
della posizione di mezzi navali e terrestri impiegati nelle estrazioni petroli-
fere; dall'utilizzo nelle automobili come indicatore continuo della posizione
su di una mappa rappresentata su un monitor ad utile strumento di po-
sizione, sia statico che dinamico, nelle misure geodetiche, geofisiche ad al-
trettanto mezzo d'indagine nel campo della climatologia.
Il sistema è diviso in tre segmenti:
1. Segmento Spaziale: formato da una costellazione di 24 satelliti;
2. Segmento dell'Utilizzatore: costituito da una serie di ricevitori;
3. Segmento di Controllo: costituito da una rete di monitoraggio e di
mezzi per il controllo dei satelliti.
Il sistema di controllo terrestre ha la funzione di seguire il moto orbitale
dei satelliti ed il funzionamento dei loro orologi e quindi di aggiornare con-
tinuamente i dati conservati nelle memorie di bordo. In secondo luogo,
compito del sistema di controllo terrestre è quello di intervenire modifican-
do la posizione dei satelliti quando si allontanano troppo dalla posizione
assegnata oppure disattivarli o sostituirli in caso di cattivo funzionamento.
Tale sistema è composto da una serie di stazioni dislocate in maniera pili o
meno uniforme attorno al globo.
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Figura 2: segmenti di controllo
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Figura 3: Stazioni
Centro operativo del sistema è la Master Station Control nel Colorado
Sprigs. Tutte le altre stazioni svolgono la funzione di stazioni monitor, cioè
misurano con continuità la distanza dai satelliti e stimano altri dati utili a
garantire il corretto funzionamento degli apparati di bordo. I dati rilevati
sono raccolti ed inviati alla Master Station Control che provvede a calcolare
i dati orbitali di tutti i satelliti, le correzioni degli orologi collocati a bordo
ed altri dati destinati a fare parte del messaggio che verrà inoltrato ai singoli
satelliti dalle Stazioni di Aggiornamento (Monitor Station).
I dati vengono immagazzinati ogni otto ore su una frequenza di servizio e
poiché il corretto utilizzo del sistema richiede grande precisione nella de-
terminazione del tempo, la Master Station Control è dotata di una serie
di orologi atomici che hanno la funzione di conservare il tempo del sistema
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al quale vengono riferiti tutti gli altri orologi, sia a terra che a bordo dei
satelliti.
2 Principio di funzionamento
La costellazione dei 24 satelliti è stata progettata in maniera tale da
consentire la presenza di almeno 4 di essi sopra l'orizzonte di una qualsiasi
località terrestre e con una elevazione superiore a 5°.
Dal punto di vista analitico il ricevitore ricava dal messaggio di navi-
gazione (codice D), la posizione istantanea dei satelliti rispetto ad un sistema
di assi cartesiani con l'origine nel centro della terra, gli assi X e Y orien-
tati nel piano equatoriale (precisamente X nella direzione del meridiano di
Greenwich, Y in direzione 90° est) e Z coincidente con l'asse polare.
Indicando con Xs,Ys,Zs le coordinate del satellite e con X,Y,Z le
coordinate generiche di un osservatore O di quota Q si ottiene:
(1)
che rappresenta l'equazione della sfera di posizione, cioè della sfera che ha
per centro il satellite considerato dove:
con
Rv == R + c· eR
R distanza misurata;
c velocità della luce;
eR errore sugli orologi.
(2)
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La risoluzione del sistema di quattro equazioni consente di determinare le
coordinate X ,Y ,Z del ricevitore e l'errore dell'orologio.
Note le coordinate X,Y,Z è possibile ricavare cp e À .
3 Misura delle distanze
Per calcolare le distanze fra il punto di cui si vuole determinare la po-
sizione ed i satelliti che vengono presi in considerazione, il sistema GPS
misura il tempo che le onde radio emesse da ciascun satellite impiegano per
raggiungere il punto in questione.
Figura 4: Misura delle distanze
Ciascun satellite trasmette continuamente dei segnali codificati. I rice-
vitori terrestri, mediante un proprio orologio interno, misurano la differenza
tra l'istante di ricezione e l'istante di trasmissione del segnale; tale differen-
za moltiplicata per la velocità di propagazione delle onde elettromagnetiche
(300.000 Km al secondo) consente di ricavare la distanza fra il satellite ed
il ricevitore. Quindi:
V· ~t == R. (3)
Ovviamente la misura dell'intervallo di tempo deve essere precisa. Basti
pensare che, se il satellite che viene preso in considerazione si trova sulla
verticale del punto (cioè alla sua minima distanza da esso), il segnale emesso
dal satellite impiega solo 0,06 secondi per raggiungere il ricevitore.
4 Il segnale trasmesso
I satelliti trasmettono i segnali su due bande di frequenza diverse (dette
frequenze portanti) entrambe multiple di una frequenza fondamentale (fa ==
384 Francesco Vespe , Gabriella Zammillo
10.23MHz). Esse sono denominate LI ed L 2 .
10,23 x 154 == 1575, 42MH z
10,23 x 120 == 1227,60Mhz
dove
À la lunghezza d'onda;
c velocità della luce;
f frequenza.
(,\ == 19cm)
(,\ == 24cm)
I segnali che vengono trasmessi sulla frequenza LI sono modulati secondo
tre codici:
• il codice C/ A (codice di libero accesso);
• il codice P (codice protetto);
• il codice D (messaggio di navigazione).
I segnali trasmessi invece sulla frequenza L 2 sono modulati solo sul codice
p eD.
Tali codici consistono in sequenze di cifre binarie (bit O e 1) generate
apparentemente a caso, in realtà le sequenze sono ripetute ad intervalli di
1 msec per il codice C/ A e di 7 giorni per il codice P. Per questo motivo i
codici C/ A e P sono detti di tipo PSEUDO RANDOM.
Se col codice C/ A si possono raggiungere precisioni assolute di posiziona-
mento dell'ordine di 15m (100m degradando artificialmente il segnale ricor-
rendo alla SELECTIVE AVAILABILITY), il codice P consente una preci-
sione assoluta molto maggiore dell'ordine di 1m e diventa inaccessibile quan-
do si ricorre all'ANTI-SPOOFING, cioè quando lo si cripta introducendo il
codice Y.
Il codice C/ A generato dal satellite arriva all'utilizzatore con un ritardo
R~t ==-
c
(4)
dove R è la distanza tra il satellite e il ricevitore.
Il ricevitore, a sua volta, genera di codice C/ A analogo a quello in dotazione
dei satelliti.
Entrambi i codici dovrebbero essere sincronizzati con il GPS Time, ma tale
sincronismo non risulta perfetto per via degli orologi interni al ricevitore
pertanto ai due segnali viene applicata la tecnica dell'autocorrelazione.
Il segnale risultante dalla correlazione assume valore massimo quando i due
segnali risultano sincronizzati, valore nullo o molto piccolo quando risultano
Modelli matematici per le applicazioni del GPS 385
sfasati.
La tensione in uscita dal correlatore comanda il dispositivo che genera il
ritardo stesso in modo da ottenere automaticamente il valore massimo del
segnale.
Dopo la fase di aggancio individuato dal valore massimo del segnale, qualsia-
si variazione di distanza prodotta dal moto relativo fra satellite e ricevitore,
produce uno sfasamento nei codici in ingresso al correlatore. In questo mo-
do la misura del ritardo, e quindi della distanza, è continua.
Nelle figure è evidenziato il ritardo di propagazione del segnale e la succes-
siva sincronizzazione.
Figura 5: Ritardo
RE:I'lIIOTE
.R.ECEl"/ER
RilliGE FROlv! SV TO REMOTE H,\.S Clli\.NGED BY 7 CYCLES
(IF NO eyeLE SLIPS HAVE oeeURRED)
CARRIER PILi\SE TRA(~KING
Figura 6: Sincronizzazione
I ricevitori a standard geodetico sono in grado di effettuare anche la
misura di fase della portante.
L'equazione della misura di fase è data da :
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la lunghezza d'onda portante;
la distanza geometrica tra satellite e ricevitore;;
l'errore di sincronismo dell'orologio del satllite;
l'errore di sincronismo dell'orologio del ricevitore;
l'errore dovuto alla ionosfera.;
l'errore dovuto alla troposfera;
l'errore dovuto a.gli effetti relativistidj
l'ambiguità di fase iniziale.
Su entrambe le frequenze vengono trasmessi messaggi di navigazione che
contengono informazioni su:
• le effemeridi, cioè la posizione esatta per un dato istante e i parametri
relativi all'orbita del satellite;
• istante di trasmissione del messaggio;
• le correzioni dell'orologio di bordo;
• informazioni sullo stato del satellite;
• la correzione per i ritardi causati dalla rifrazione ionosferica e tropo-
sferica.
Queste informazioni vengono elaborate dalle stazioni di controllo e trasmesse
al satellite ad intervalli di circa l ora. I parametri contenuti nelle effemeridi
restano validi per circa 4 ore.
Poiché il segnale proveniente dal satellite per giungere al ricevitore deve
attraversare la ionosfera (costituita da particelle cariche) e la troposfera
(composta da strati più o meno densi e carichi di vapori), la velocità di
propagazione dei radio segnali viene alterata.
Gli errori causati dalla troposfera sono simili a quelli causati dalla ionosfera
anche se più difficili da determinare e quindi da correggere.
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Figura 7: Errori
più schematicamente:
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Figura 8: Errori
Altre tipologie d'errore da non trascurare nelle misure GPS sono:
• errori dipendenti dai satelliti (orologio e posizione);
• errori dipendenti dal ricevitore e dalle antenne;
• errori introdotti dal sistema di controllo terrestre;
• errori indotti dalle condizioni ambientali (multipath).
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Figura 9: Multipath
Mentre tutte le altre tipologie di errore possono essere ridotte con le
tecniche differenziali del DGPS (DifferenziaI GPS), quelli dovuti al rumore
prodotto dal ricevitore o per multipath, (come in figura, cioè per sdoppia-
mento del segnale quando questo giunge all'antenna non direttamente dal
satellite, ma riflesso da una o più superfici a terra) non possono essere
eliminati con la stessa tecnica.
5 Tecnica del differenziale
Un ricevitore posto in una stazione di riferimento di cui sono note le co-
ordinate geografiche e l'altezza, confronta in continuazione la sua posizione
con quella calcolata. Dal confronto delle due posizioni si possono deter-
minare gli errori che si ritiene siano comuni a tutti i ricevitori situati entro
una determinata area attorno alla stazione. Tali correzioni vengono poi
trasmesse con modalità diverse a seconda della stazione DGPS. Perché poi
possano essere utilizzate, un ricevitore GPS deve essere dotato di un'oppor-
tuno optional e di un ricevitore supplementare funzionante nella banda di
trasmissione della stazione di riferimento.
In questo modo gli errori dovuti direttamente ai satelliti vengono com-
pletamente annullati, mentre quelli causati dalla propagazione ionosferica
e troposferica si riducono all'aumenntare della distanza dalla stazione di
riferimento.
6 Tecnica della Radio Occultazione
La Radio Occultazione (RO) è una tecnica che permette di utilizzare la
costellazione GPS per scopi ben diversi da quelli per cui il sistema stesso è
nato: cioè il posizionamento a terra e la navigazione. Il metodo della RO,
concepito alla fine degli anni 60, è stato adoperato per sondare le atmosfere
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planetarie. Le missioni interplanetarie hanno infatti usato in modo mas-
siedo qll~sta partkolarp t,ecnka per rkavare i profili verticlllj eli numerosi
parametri atmosferici come la temperatura) la pressione e gli elementi chimi-
ci. Solo nel 1988 Yunck et aI.[lO] hanno pensato di adoperare la no per
l'atmosfera terrestre.
Il segnale GPS è una comune onda elettromagnetica e la sua propagazione
attraverso l'atmosfera terrestre obbedisce alle equazioni di Maxwell. Se-
conno qllPStf\ ogni mezzo <ii propagazione P, caratterizzato rla lln inrlice rli
rifrazione dispersivo complesso (Le. dipendente dalla frequenza) ed avente
distribuzione spaziale e temporale.
Nel caso del segnale GPS e degli studi di no, si è soliti assumere che l'indice
di rifrazioue ~ia lIlollucrumati<.:o e reale (Le. inùipendente dalla frequeuza
e con a::;::;uruimeuto nullu). La lunghezza dlolHla dei ~egIlali GPS, inoltre,
è piccola rispetto alle dimensioni lineari caratteristiche del problema e per
questo, in prima approssimazione, si possono utilizzare per lo studio della
no i metodi dell'ottica geometrica.
La tecnica di RO terrestre è basata sulla geometria di fig. lO, in cui vi è
un satellite GPS trasme\\itore (T) ed un satellite ricevitore (n) in orbita
circolare bassa, comunemente detto LEO (Low Earth Orbit), la cui altezza
può variare tra 400 km e 1500 km.
I due satelliti sono posti rispetto alla Terra in modo tale che il segnale radio
attraversi sia gli strati dell' atmosfera ionizzata (ionosfera) che gli strati
dell'atmosfera neutra (stratosfera e troposfera). Tale tecnica, indicata in
letteratura anche col nome "Limb Sounding", si definisce in questo modo
proprio perché tale configurazione geometrica si realizza quando il satellite
GPS, visto dal LEO, sta per essere eclissato dal disco terrestre.
In assenza d'atmosfera, un segnale trasmesso dal punto T e ricevuto nel
punto R dovrebbe propagarsi lungo la traiettoria in linea retta, indicata in
figura dal vettore unitario é.
Dato che l'atmosfera è ricca di gas neutri e ionizzati, l'onda elettromagne-
tica è incurvata dalla rifrattività differenziale della stessa (rispetto alla di-
stanza dalla superficie terrestre) e tale incurvamento produce una modifica
in rase ed arnpieLjLja del segnale. A causa di ciò, il segnale dal GPS al LEO si
propagherà lungo lIna traiettoria diversa da quella geometrica, le cui linee
tangenti al trasmettitore ed al ricevitore hanno, rispettivamente, la direzione
dei versori èt ed ér . In queste condizioni, il segnale sarà ricevuto dal LEO
anche quando è "occultato" geometricamente dal disco Terrestre.
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Figura lO: La geometria d'occultazione del segnale nell'atmosfera
La conseguenza di questo incurvamento della traiettoria nell'atmosfera
sarà uno shift Doppler aggiuntivo, misurato dal ricevitore, rispetto a quello
atteso. Tale shift addizionale è chiamato "perturbazione atmosferica" della
frequenza (Fjeldbo et al. [3]) e viene espresso in funzione dei precedenti tre
versori è, èt ed é'r, della velocità del trasmettitore vi e di quella del ricevitore
v-;' secondo le equazioni:
~f
~f
f [( -+ A -+ A) (-+ A -+ A)]
- Vt· et - V r . e r - Vt· e - V r . e ,
c
f [-+ (A A) -+ (A A)]
- Vt· et - e - V r · e r - e ;
c
(6)
Assumendo che l'atmosfera abbia simmetria sferica, la perturbazione
della frequenza ~f può essere messa in relazione con l'angolo d'intersezione
tra le due linee tangenti alla traiettoria del segnale (Teunissen P.S.G., Kleus-
berg A. [8]). Questo angolo non è altro che la misura della deflessione totale
subita dal segnale a causa dell'attraversamento dell'atmosfera.
Ora tenendo conto della legge di Snell sulla rifrattività per un mezzo a
simmetria sferica, risulta:
a == n (r) rsincp (r) == n (ro) rosincp (ro) . (7)
Poiché le mutue posizioni geometriche del trasmettitore e del ricevitore
cambiano continuamente, discendendo o risalendo all'interno dell'atmosfera,
si ottiene tutta una serie di misure dell'eccesso Doppler, corrispondenti ai
diversi strati dell'atmosfera.
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I principali vantaggi di tali misure, come già accennato, consistono nel
fatto che possono essere effettuate in qualsiasi condizione meteorologica e
non hanno bisogno di calibrazione in quanto gli orologi vengono periodica-
mente sincronizzati dalla MSC mentre il ricevitore calcola le differenze sin-
gole tra due epoche permettendo di eliminare, dalle misure di fase, il ter-
mine di ambiguità ed ogni tipo di bias. Il secondo passaggio consiste nel
trasformare l'eccesso Doppler in deflessione geometrica della radiazione:
{
D.f = f[(vi . èt - v--;' . e'r) - (vi· é - v--;' . é) ]
Rtsin (a + (3) == Rtsin (E + 6)
dove:
a == angolo compreso fra i versori èt ed è
(3 ==angolo compreso fra i versori ed èt ed Rt
6 == angolo compreso fra i versori ed é'r ed è
E == angolo compreso fra i versori ed é'r ed RLeo
con , == a + 6 che rappresenta la deflessione <I>.
(8)
Il terzo è quello di esprimere la deflessione in funzione della rifrattività :
(9)
Il passo successivo è invece quello di operare una inversione di tipo integrale
applicando una trasformata di Abel per isolare nella relazione (9) il valore
della rifrattività in funzione di "ali:
1 J ,(x)In (n (a)) == - 2 2 dx
7r X - a
(lO)
Questo passaggio è cruciale poiché si è fatta l'ipotesi che la rifrattività sia
solo funzione della distanza radiale dalla terra e della simmetria sferica del-
l'atmosfera.
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Queste condizioni sono più che ragionevoli nella stratosfera e nell'alta e me-
dia troposfera; rischiano di essere però poco precise per la bassa troposfera.
Per questo motivo si sta cercando di fare l'assimilazione nei modelli meteo-
rologici e climatologici dell'atmosfera direttamente degli angoli di rifrazione
senza attraversare le "forche caudine" della trasformazione di Abel.
Successivo passo è quello di trasformare il profilo di rifrattività trovato in
quello di temperatura e pressione. A questo punto sono necessarie due
equazioni:
p PwN==al-+a2- (11)T T 2
dP = _gmd N + a2gm d Pw + g(md - m w) Pw (12)
dh al R al R T 2 R T
Nella (11) è espressa la nota equazione di Smith e Weintraub che lega la
rifrattività alla temperatura, pressione totale e pressione dovuta al con-
tenuto di vapor d'acqua presente nell'atmosfera. Nella (12) invece ab-
biamo l'equazione dell'equilibrio idrostatico espresso sempre in funzione dei
3 parametri. A ben vedere sono in ballo due equazioni in tre incognite, ma
per la stratosfera e l'alta troposfera possiamo considerare il contenuto di
vapor d'acqua, e di conseguenza, la relativa pressione Pw trascurabile.
In questo modo possiamo estrarre i profili di temperatura.
Per quanto riguarda invece i profili della bassa troposfera il problema è ri-
solvibile se prendiamo, dai modelli atmosferici ECMWF o NCEP i valori
di pressione e temperatura che ci permettono così di chiudere il sistema di
equazioni.
Alternativamente possiamo inserire come terza equazione quella del ritardo
troposferico zenitaIe stimato dal GPS di terra :
ZTD-10-6 (CA) (alP(h)+a2Pw(h))dh (13)
- Jground-GPS T(h) T(h)2
Ultimamente, in un lavoro di Vespe et al. [9] è stato proposto un nuovo
metodo che permette di determinare anche il profilo di vapor d'acqua senza
la necessità di inserire dati esterni alla RO.
Il metodo consiste nel "fittare" i dati di rifrattività stimati per la parte supe-
riore dell'atmosfera (con T < 250K) con un modello di aria secca (Hopfield)
e ricavare il contributo della rifrattività della parte umida negli strati più
interni per differenza, fra la rifrattività osservata e quella estrapolata con il
modello dovuta alla sola componente secca.
Per estrarre i profili, i passaggi sono complessi ed articolati.
Nella figura Il si illustra un tipico profilo di temperatura estratto con la
tecnica della radio occultazione, in figura 12 invece, si presenta un confronto
dei profili di pressione di vapor d'acqua ricavati con metodi e tecniche di
misura diverse.
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Fino ad ora abbiamo solo descritto i principi sui quali si basa la RO e la
catena algoritmica che porta alla stima dei profili di temperatura e pressione.
Tuttavia la cosa è più complessa di quanto appaia poiché nella equazione (6)
sono implicite alcune complicazioni che rendono particolarmente delicato il
trattamento di questo tipo di dati.
La prima complicazione consiste nel fatto che la misura di fase della portante
è affiitta drammaticamente dagli errori degli orologi: in particolar modo
quello del ricevitore.
In secondo luogo, la corretta misura dell'eccesso doppler dipende dalla bontà
di come è determinata la posizione sia dei satelliti GPS, sia del ricevitore
come indicato dai versori nella formula (6). Per ovviare a queste difficoltà
occorre poggiarsi su di una rete di stazioni globali (20 possono essere più
che sufficienti) da usare come sponda per abbattere gli errori sulle misure
della fase e sulla determinazione dell'orbita.
Figura Il: Profilo estratto con la radio occultazione(missione Gps-Met del
1995)
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Figura 12: Profili di pressione di vapor d'acqua ottenuti con la RO, at-
traverso la missione CHAMP (linea verde e simbolo GFZ, dai palloni sonda
(linea rossa e simbolo RAOB), quelli estratti dai modelli (linea blu e simbolo
ECMWF) ed il metodo proposto da Vespe et al.. (linea Magenta, simbolo
BPV.
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